Résumé

En 1949, le mathématicien hongrois Istvan Sandor Gél, alors attaché
de recherche au CNRS, publie la démonstration d’une conjecture datant
des années 1930 et portant sur la taille maximale d’une quantité de
nature arithmétique, appartenant a une large famille dont les éléments
sont désignés a présent comme des <« sommes de Gal >. Il a fallu
attendre les travaux de Lewko et Radziwill en 2017 pour préciser ce
résultat dans le cas particulier considéré par Gal. Dans un travail récent,
accepté pour publication aux Proceedings of the London Mathematical
Society, Régis de la Breteche ! et Gérald Tenenbaum ? parviennent &
déterminer 'ordre de grandeur précis de ces sommes dans un autre
cas particulier. Ils en déduisent de remarquables applications, portant
notamment sur les grandes valeurs de la fonction zéta de Riemann sur
I'axe critique.
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Sommes de Gal et applications

Régis de la Breteche & Gérald Tenenbaum
20 décembre 2018

Soit M une partie finie de ’ensemble N* des nombres entiers positifs. Les
sommes de Gal sont, a 'origine, des expressions du type

(1) Sa) = Y (Z—”)a (> 0)

ou (m,n) et [m, n| désignent respectivement le plus grand diviseur commun et
le plus petit multiple commun de m et n. On considere également les formes
quadratiques associées

(m,n)* M
(2) Sa(e; M) = CmCn (c e P,
2 ol
A la suite d’une conjecture de Koksma datant des années 1930, Erdos a
proposé en 1947 a la Société mathématique d’Amsterdam de décerner un prix
pour l'estimation !

['(N) = ‘S}l_p S1(M)/N < (logy N)?.

Ce résultat a été obtenu par G4l [9] en 1949. Plus récemment, Lewko et
Radziwitt [13] ont établi la formule asymptotique

Ge )
Fl(N)N?(lo&N) (N — 00),

ou v désigne la constante d’Euler.

1. Ici et dans la suite, nous notons log,, la k-ieme itérée de la fonction logarithme.



Les estimations uniformes de cette nature ont des implications dans les
problémes de répartition modulo 1 de suites du type {nya}32; pour presque
tout a.. Ainsi, notant

B(w):{<$>_§ six €7,

0 six € Z,

ou (z) désigne la partie fractionnaire du nombre réel z, il découle de l'identité
de Franel
(a,b)

/0 B(ax)B(br)dx = 1200 b (a,b e N¥),

que, pour toute partie finie M de N*, nous avons

1
J

De nombreux travaux récents [1], [3], [4], [5], [13] se rapportent au com-
portement asymptotique des quantités

2
dz = 551(e;m).

Z cmB(mx)

meM

[o(N) = W Sup Sa (M), Qa(N) = sup sup [S,(c; M)|.

IMj=N IM[=N cecN

llell2=1
En effet, les sommes de Gal et les formes quadratiques associées ap-
paraissent naturellement dans certains développements de la méthode de
résonance. Nous décrivons ci-dessous un exemple emblématique relatif a la
minoration d'une classe de polynomes de Dirichlet.
Considérons I'expression Z(t) = D,y Gnnt”
ou nuls. Introduisons un facteur de résonance sous la forme

R(t) =) ryh™"

heMm

. ol les a, sont positifs

ou |[M| < oo, r, = 0, supposons de plus que

(3) min_ [log(j/h)| = 1/T

§,hEM, k£h

et imposons la condition de normalisation

(4) d =1

heMm



Posant

w(t) = o () @) = [ e a= (- T,

nous observons d’abord que

/|R(t)|2w(t) dt = 1.
R
Ensuite, nous écrivons

(5) /R ZOROPw(t) At = Y ayayrryi(log %)

m7n7j7h

D’apres la majoration de Montgomery-Wirsing (cf., par exemple, [16], lemme
[11.4.10), nous avons, pour tout entier k € Z*

(2k+1)T 1
/ 2R Pao(r) dt < / ZWR)? dt < 5 max|Z(1)
(2k—1)T ]{? 1+ k [t|<T

La méme majoration vaut pour k£ = 0 puisque

/_T]Z(t)R(t)|2w(t) dt < max|Z(t) /|R = max|Z(t)|*.

lt|<T t|<T

En restreignant le membre de droite de (5) aux couples d’indices de la forme
(m,n) = (3/(4,h),h/(j,h)), nous obtenons donc

sup | Z(6)]> > ) rirnag i angGia)-
[t|<T Jhent

Si a, > 1/n%, il suit
]>
max|Z (t 2
|t|<T| HiF> Z r]rh
7,hemM

Lorsque les poids 7, sont constants, le minorant est une somme de Gal S, (M).
L’insertion de poids variables permet de traiter le cas ou I’ensemble M optimal
ne satisfait pas (3).



Dans le travail [8], nous nous sommes principalement intéressés au cas
o= %, qui est notamment lié a I’étude des grandes valeurs de la fonction zéta
de Riemann sur la droite critique.

Posons
log zlogs
= — 16).
Z(x) = exp {1 / o, = } (x > 16)

Bondarenko et Seip [4] ont établi 'existence d'une constante A > 0 telle que
I'on ait

(6) Lij2(N) S 2(N)* (N > No(A)).

IIs indiquent également que A = 7 est admissible alors que A < 1 ne l'est pas.
Une nouvelle approche nous permet de préciser ces résultats.

Théoréme 1 ([8]). Lorsque N tend vers l'infini, nous avons
(7) ['i)2(N) = g(N)Zx/iJro(l)7 Q1/2(N) = g(N)z\/iJFO(U‘

Trois conséquences spectaculaires découlent de cette estimation.

La premiere concerne, ainsi qu’annoncé plus haut, la fonction zéta de

Riemann et plus précisément I'obtention de bornes inférieures pour la quantité
(8) Z4(T) = TBHg)éT‘C(% +ir)] (0K B<1,T>1).
Elle se situe dans le prolongement des travaux de Montgomery [14], Balasu-
bramanian-Ramachandra [2], et Bondarenko—Seip [5], [7], [6]. La méthode de
résonance a été développée indépendamment, dans ce cadre, par Soundararajan
[15] et Hilberdink [11]. C’est la voie suivie par Bondarenko et Seip [5].

En revisitant la méthode de [5], nous pouvons déduire du Théoreme 1 le
résultat suivant.

Théoreme 2. Soient [ et ¢ des nombres réels vérifiant 0 < [ < 1 et
0 <c<+/2(1 = 0B). Lorsque T est suffisamment grand, nous avons

Zs(T) = 2(T)".

La seconde application porte sur les grandes valeurs des fonctions L
associées aux caracteres de Dirichlet x, soit

L(s,x) = Z X(?)

n
n>1

(0= R(s) > 1).



Notons X = {x (mod ¢) : x(—1) = 1}. Le Théoreme 1 peut étre combiné a
la méthode de résonance pour obtenir une minoration des quantités
Ly =max|L(3,x)| (4= 3),

X€Xq

XFX0
ou Yo désigne le caractere principal modulo ¢. Nous nous limitons ici au cas
ol ¢ est un nombre premier.

Théoreme 3. Lorsque le nombre premier q tend vers l'infini, nous avons

+ 1+o0(1
Ly = 2.

Des estimations de méme nature ont été abondamment considérée dans
la littérature, notamment dans [15]. Nos résultats permettent d’améliorer la
minoration de log L; d’un facteur de l'ordre de y/log; q.

La troisieme application concerne les grandes valeurs des sommes partielles

de caracteres, soit
S(z,x) = x(n)

n<x
ou y est caractere de Dirichlet.
Améliorant des estimations de [10], Hough [12] a établi une minoration de
la quantité
Az, q) = max [S(z,x)],

XF#Xo0
X (mod q)

lorsque ¢ est un nombre premier. Notant = ¢”, cette estimation est valide
dans le domaine

log, ¢
log q

log, q

9 4
(9) g g

logsg<v¥<1—-4

logs g.

Le résultat suivant, valable sans restriction sur le module g, découle rapi-
dement du Théoreme 1. Dans son domaine de validité, il améliore ’estimation

de Hough pour log A(z, q) d'un facteur y/2logs(q/x). Nous notons w(q) le
nombre des facteurs premiers distincts d’un entier q.

Théoreme 4. Soit ¢ > 0. Sous la condition e1o8d"** <z < Q/e(1+a)‘“(Q),
nous avons

(10) Az, q) > Vit (q/z)V* D (g — ).
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