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.ir2li1 B 1OUR k UN NOMBRE PREM0ER NOUS PRÉSENTONS +UEL+UES PROGRéS RÉCENTS OBTEh
NUS EN COLLABORAT0ON AVEC –LOR0AN HERZ0G ET xONG+UAN HU pb�44136[: b�441[( SUR LES
REPRÉSENTAT0ONS DE 4k+pH(: POUR H EwTENS0ON fN0E NON RAM0fÉE DE H�: PORTÉES PAR LE F� EN
CARACTÉR0ST0+UE k DqUNE TOUR DE COURBES DE rH0MURA)

sABLE DES MAT0éRES

o) ’EPRàSENTAT»ONS DE 4k+pHn() ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) o
o)o) ]OHOMOLOG»E DES COURBES MODULA»RES) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) o
o)3) ’EPRàSENTAT»ONS EN CARACTàR»ST»QUE z DE 4k+pHn( ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) t
o)t) ’EPRàSENTAT»ONS EN CARACTàR»ST»QUE Z DE 4k+pHn() ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) 5

3) ’EPRàSENTAT»ONS DE 4k+pJ( ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) 7
3)o) ’EPRàSENTAT»ONS EN CARACTàR»ST»QUE z OU Z ”– n DE 4k+pJ( ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) 7
3)3) ’EPRàSENTAT»ONS EN CARACTàR»ST»QUE n DE 4k+pJ( ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ;
3)t) +UELQUES MOTS SUR LA PREUVE) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) n

’àFàRENCES) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) oo

o) qEPRÉSENTAT0ONS DE 4k+pHn(

o)o) bOHOMOLOG0E DES COURBES MODULA0RES) e rO»T g UN SOUShGROUPE DE CONGRUENCE
DE rk+pR(: CqESThÀhD»RE CONTENANT UN SOUShGROUPE DE LA FORME

gK –
{(

o . aM aM
bM o . cM

)

} pa. a. b. c( ∈ Rf
}

POUR UN CERTA»N ENT»ER M > 3) kE QUOT»ENT DU DEM»hPLAN DE 1O»NCARà F – Ox ∈ A } ⁄px( /
z{ PAR g EST UNE SURFACE DE ’»EMANN APPELàE bO2’aE lOD2LAy’E) ]ES COURBES MODULA»RES SONT
DES OBiETS QU» »NTàRESSENT LES GàOMêTRES ET LES THàOR»C»ENS DES NOMBRES DEPU»S TRêS LONGTEMPS)
2N PO»NT PART»CUL»êREMENT »NTàRESSANT EST QUE LES COURBES MODULA»RES SONT DàfiN»ES SUR DES
CORPS DE NOMBRES ç UNE COURBE MODULA»RE EST EN EfET LqENSEMBLE DES PO»NTS COMPLEwES
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DqUNE COURBE ALGàBR»QUE DONNàE PAR UNE àQUAT»ON DONT LES COEffiC»ENTS SONT DES NOMBRES
ALGàBR»QUES) 9N PEUT MéME SUPPOSER QUE CES COEffiC»ENTS SONT DES NOMBRES RAT»ONNELS EN
REGROUPANT CES COURBES MODULA»RES EN CERTA»NS PAQUETS fiN»S pCONVENABLEMENT DàfiN»S( QU»
SONT EN FA»T LqENSEMBLE DES PO»NTS COMPLEwES DqUNE COURBE ALGàBR»QUE À COEffiC»ENTS DANS H)

1RàC»SONShCELA EN »NTRODU»SANT LES ADêLES)

kES MORPH»SMES SURiECT»FS R<mgR� R<mR POUR m.g ENT»ERS / z DàfiN»SSENT UN SxSTêME
PROiECT»F DONT LA L»M»TE R̂ ai=– L»M

←�
R<mR EST LE COMPLàTà PROfiN» DE R: QU» EST AUSS» »SOMORPHE

AU PRODU»T ∏
V RV DES ENT»ERS ZhAD»QUES RV POUR TOUS LES NOMBRES PREM»ERS Z) kqANNEAU

�d
ai=– R̂⊗R H SqAPPELLE LqANNEAU DES ADêLES fiN»S DE H: ET ON PEUT EN PART»CUL»ER CONS»DàRER

LE GROUPE 4k+p�d () 1OUR CHAQUE SOUShGROUPE OUVERT COMPACT T • 4k+p�d (: »L Ew»STE UNE
UN»QUE COURBE ALGàBR»QUE AffiNE L»SSE XN SUR H DONT LES PO»NTS COMPLEwES SONT ç

XNpA( – 4k+pH(|
�
A|Q· p4k+p�d (<T(



Oû LqACT»ON DE 4k+pH( EST 0 D»AGONALE « ET SE FA»T SUR A|Q V»A 4k+pH( ↪→ 4k+pQ( ET LqACT»ON
PAR HOMOGRAPH»ES DE 4k+pQ( SUR A|Q) kES XNpA( SONT ALORS DES UN»ONS D»SiO»NTES fiN»ES DES
COURBES MODULA»RES DàCR»TES PLUS HAUT COMME QUOT»ENTS DU DEM»hPLAN DE 1O»NCARà) kEUR
COHOMOLOG»E pS»NGUL»êRE S» ON LES VO»T COMME SURFACES DE ’»EMANN OU àTALE S» ON LES VO»T
COMME COURBES ALGàBR»QUES( PEUT SE DàCR»RE AU MOxEN DqOBiETS AR»THMàT»QUES) r» LEUR F2

pCqESThÀhD»RE LEUR ENSEMBLE DE COMPOSANTES CONNEwES( PEUT éTRE DàCR»T GRjCE À LA THàOR»E
DU CORPS DE CLASSE: LEUR Fm PEUT éTRE DàCR»T PAR LA THàOR»E DES FORMES MODULA»RES ET LES
CORRESPONDANCES DE kANGLANDS LOCALES)

1RàC»SONS CELA) ]HAQUE COURBE XN EST UNE COURBE ALGàBR»QUE DàfiN»E SUR H) rON ENSEMBLE
DE PO»NTS ALGàBR»QUES XNpH( EST DONC MUN» DqUNE ACT»ON DU GROUPE DE 4ALO»S 4ALpH<H() kA
THàOR»E DE LA COHOMOLOG»E àTALE DE 4ROTHEND»ECK PERMET: POUR TOUT NOMBRE PREM»ER Z: DE
MONTRER QUE LE GROUPE DE COHOMOLOG»E pS»NGUL»êRE( FmpXNpA(.RV( ∼– RV⊗RF

mpXNpA(.R( DE
XNpA( À COEffiC»ENTS DANS RV DàPEND FONCTOR»ELLEMENT DE LqENSEMBLE XNpH() ]E RVhMODULE
HàR»TE EN PART»CUL»ER DqUNE ACT»ON CONT»NUE ET RVhL»NàA»RE DU GROUPE 4ALpH<H() mOTER QUq»L
EST »MPORTANT DE TRAVA»LLER AVEC DES COEffiC»ENTS ZhAD»QUES ç LE SOUShGROUPE FmpX pT(.R( NqEST
PAS STABLE PAR LqACT»ON DE 4ALpH<H(: CE QU» EST L»à AU FA»T QUE LqACT»ON DE 4ALpH<H( SUR
XNpH( NE SqàTEND PAS CONT»NôMENT À XNpA()

kES D»VERSES COURBES XNpA( POUR T PARCOURANT LES SOUShGROUPES OUVERTS COMPACTS DE
4k+p�d ( SONT REL»àES COMME SU»T) rO»T T. U • 4k+p�d ( DEUw SOUShGROUPES OUVERTS COMh
PACTS ET f ∈ 4k+p�d ( TEL QUE f�mU f • T : ALORS LA MULT»PL»CAT»ON À DRO»TE PAR f DONNE
UN MORPH»SME XU pA( → XNpA() ]E MORPH»SME »NDU»T UNE APPL»CAT»ON ENTRE GROUPES DE
COHOMOLOG»E

FmpXNpA(.R( �→ FmpXU pA(.R(.

kES MORPH»SMES XU pA( → XNpA( PROV»ENNENT EN FA»T DE MORPH»SMES DE COURBES ALGàBR»QUES
XU → XN DàfiN»S SUR H: QU» »NDU»SENT ENCORE DES APPL»CAT»ONS 4ALpH<H(hàQU»VAR»ANTES ç

FmpXNpA(.RV( �→ FmpXU pA(.RV(.
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o)3) qEPRÉSENTAT0ONS EN CARACTÉR0ST0QUE z DE 4k+pHn() e 9N fiwE DàSORMA»S UN
NOMBRE PREM»ER n ET ON NOTE �n

d
ai=– p∏V ”dn RV(⊗R H • �d pLES ADêLES fiN»S DE H HORS n(: DE

SORTE QUE �d – �n
d · Hn) 1OUR TOUT SOUShGROUPE OUVERT COMPACT Tn • 4k+p�n

d ( ET TOUT
NOMBRE PREM»ER Z: ON CONS»DêRE LA L»M»TE »NDUCT»VE
po( L»M�→

Kn

FmpXNnNnpA(.RV(

PR»SE SUR LES SOUShGROUPES OUVERTS COMPACTS Tn DE 4k+pHn( pDE PLUS EN PLUS PET»TS( ET Oû LES
APPL»CAT»ONS DE TRANS»T»ON POUR T ′

n • Tn SONT »NDU»TES EN PRENANT f – o pAVEC LES NOTAT»ONS
DU s o)o() kqAVANTAGE DE CONS»DàRER LA L»M»TE po( EST QUqEN PLUS DE LqACT»ON PRàCàDENTE DE
4ALpH<H( pSUR CHAQUE ESPACE EN po((: ON A CETTE FO»S UNE ACT»ON NATURELLE DE 4k+pHn( SUR
LA L»M»TE »NDUCT»VE QU» V»ENT DU FA»T QUE: POUR TOUT f ∈ 4k+pHn( ET TOUT Tn: »L Ew»STE T ′

n

SUffiSAMMENT PET»T TEL QUE T ′
n • fTnf

�m) ,E PLUS CETTE ACT»ON COMMUTE À CELLE DE 4ALpH<H(
ET ELLE EST LOCALEMENT CONSTANTE pLA TERM»NOLOG»E CONSACRàE EST 0 L»SSE «(: CqESThÀhD»RE QUE POUR
TOUT v DANS po( LqACT»ON DE f ∈ 4k+pHn( SUR v EST Lq»DENT»Tà S» f EST SUffiSAMMENT PROCHE
pnhAD»QUEMENT( DE o)

kE THàORêME SU»VANT RASSEMBLE DES RàSULTATS DE ,EL»GNE: kANGLANDS: 1»ATETSK»hrHAP»RO:
]ARAxOL: ET 6) rA»TO) 9N NOTE HV UNE CLîTURE ALGàBR»QUE DE HV – RVbo<Z[)

seimRélC o131o) e nm A 2m ySOlO’PHySlE DE ’EP’àSEmTATyOmS HVhLymàAy’ES DE
4ALpH<H(·4k+pHn(

p3( L»M�→
Kn

FmpXNnNnpA(.HV( ∼–
�⊕

d

ρpe(⊗HU �npe(
⊕dKn 1d(

 ⊕
p∗(

Oè LA P’Elyé’E SOllE Dy’EbTE EST S2’ LES eO’lES lOD2LAy’ES PA’AaOLy.2ES e mO2uELLES DE
POyDS 3c DOmT LA PA’TyE P’Elyé’E j n D2 myuEA2 EST Tn ET .2y SOmT uEbTE2’S P’OP’ES PO2’ LES
OPà’ATE2’S DE gEbKE pET Oè p∗( EST LA bOmT’ya2TyOm DES eO’lES lOD2LAy’ES mOm PA’AaOLy.2ESc
.2y mE mO2S ymTà’ESSE PAS yby()

-L CONV»ENT DE PRàC»SER CET àNONCà) ,qABORD: LES REPRàSENTAT»ONS NE SE DàCOMPOSENT B»EN
QUqAPRêS EwTENS»ON DES SCALA»RES AU CORPS ALGàBR»QUEMENT CLOS HV) dNSU»TE UNE FORME MODUh
LA»RE DE N»VEAU TnTn EST AUSS» DE N»VEAU TnT ′

n POUR T ′
n • Tn: OR »L NE FAUT LA COMPTER QUqUNE

SEULE FO»S DANS LA SOMME D»RECTE p3(: CqEST LE SENS DU MOT mO2uELLES DE myuEA2 pP’ElyE’ j
P( Tn) uENONShEN AUw QUANT»TàS ρpe(: �npe( ET cNnpe( APPARA»SSANT DANS LqàNONCà) kA PREh
M»êRE ρpe( ç 4ALpH<H( → 4k+pHV( EST LA ’EP’àSEmTATyOm GALOySyEmmE ZhADy.2E ASSOC»àE À LA
FORME PARABOL»QUE PROPRE e : UNE REPRàSENTAT»ON »RRàDUCT»BLE DE D»MENS»ON 3 DE 4ALpH<H(
SUR HV) kA SECONDE �npe( EST UNE REPRàSENTAT»ON L»SSE »RRàDUCT»BLE pDE D»MENS»ON »NfiN»E( DE
4k+pHn( SUR HV: QU» A LA PROPR»àTà QUqELLE NE DàPEND QUE DE LA RESTR»CT»ON ρpe(}4�L1Hn,Hn( DE
ρpe( AU SOUShGROUPE 4ALpHn<Hn( DE 4ALpH<H( pCE QU» NqEST ABSOLUMENT PAS CLA»R A P’yO’y
PU»SQUE LA CONSTRUCT»ON DE �npe( DANS p3( UT»L»SE LE GROUPE 4ALpH<H(: PAS 4ALpHn<Hn(()
]ETTE DàPENDANCE A POUR NOM bO’’ESPOmDAmbE DE kAmGLAmDS LObALE PO2’ 4k+pHn(: ET SON
àTUDE pAVEC CELLE DE SES GàNàRAL»SAT»ONS À DqAUTRES GROUPES( EST DEPU»S PLUS»EURS DàCENN»ES
AU COEUR DE Lq»NTERSECT»ON ENTRE THàOR»E DES NOMBRES ET THàOR»E DES REPRàSENTAT»ONS) dNfiN
cNnpe( ∈ R>m EST iUSTE UNE MULT»PL»C»Tà QU» DàPEND DU N»VEAU pPREM»ER À n( Tn fiwà)
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9N PEUT FORMULER LE 6HàORêME o)3)o DE MAN»êRE UN PEU D»fàRENTE: MA»S pPRESQUE( àQU»h
VALENTE: ET QU» NOUS CONV»ENDRA M»EUw DANS LES PARAGRAPHES SU»VANTS ç

amRmhh�uRC o1313) e rOyT e 2mE eO’lE lOD2LAy’E PA’AaOLy.2E DE POyDS 3c DE myuEA2 pP’Eh
lyE’ j n( Tn ET uEbTE2’ P’OP’E PO2’ LES OPà’ATE2’S DE gEbKE) nm A 2m ySOlO’PHySlE DE
’EP’àSEmTATyOmS DE 4k+pHn(

�npe(⊕dKn 1d( ∼– HOM4�L1H,H(

�
ρpe(. L»M�→

Kn

FmpXNnNnpA(.HV(

.

o)t) qEPRÉSENTAT0ONS EN CARACTÉR0ST0QUE Z DE 4k+pHn() e kqàTUDE DES CONGRUENCES
ENTRE FORMES MODULA»RES pDONT LES DàBUTS REMONTENT AUw ANNàES ;z( »NC»TE À REGARDER CE QUq»L
ADV»ENT DES RàSULTATS PRàCàDENTS LORSQUE LqON REMPLACE RV PAR LE CORPS fiN» CV

ai=– RV<pZ() 9N
A ENCORE UNE REPRàSENTAT»ON DE 4ALpH<H(·4k+pHn( DONNàE PAR

pt( L»M�→
Kn

FmpXNnNnpA(.CV(

QU» DE PLUS EST LA RàDUCT»ON MODULO Z DE po( CAR FmpXNnNnpA(.RV(<pZ(
∼→ FmpXNnNnpA(.CV(

PU»SQUE XNnNn EST UNE COURBE) ,E MéME QUE: DANS LES àNONCàS DU s o)3: ON SqEST L»M»Tà
AUw FORMES MODULA»RES PA’AaOLy.2ES e : CqESThÀhD»RE TELLES QUE ρpe( EST UNE REPRàSENTAT»ON
»RRàDUCT»BLE DE 4ALpH<H(: »L EST NATUREL DE SE L»M»TER »C» AUw FORMES PARABOL»QUES e TELLES QUE
ρpe( EST ENCORE »RRàDUCT»BLE MODULO Z: CqESThÀhD»RE POSSêDE UN RàSEAU STABLE PAR 4ALpH<H(
DONT LA RàDUCT»ON ρpe( SUR UNE CLîTURE ALGàBR»QUE CV DE CV EST UNE REPRàSENTAT»ON »RRàDUCT»BLE
DE 4ALpH<H( SUR CV)

1AR ANALOG»E AVEC LE ]OROLLA»RE o)3)3: ON Sq»NTàRESSE À LA REPRàSENTAT»ON L»SSE CVhL»NàA»RE DE
4k+pHn( ç

p5( �pe( ai=– HOM4�L1H,H(

�
ρpe(. L»M�→

Kn

FmpXNnNnpA(.CV(

.

kA fiN»TUDE DE LA COHOMOLOG»E DqUNE SURFACE DE ’»EMANN PERMET DE DàDU»RE FAC»LEMENT QUE
�pe( EST TOUiOURS UNE REPRàSENTAT»ON ADlySSyaLE DE 4k+pHn(: »)E) LE SOUShESPACE �pe(Nn DES
»NVAR»ANTS POUR TOUT SOUShGROUPE OUVERT COMPACT Tn DE 4k+pHn( EST UN CVhESPACE VECTOR»EL
DE D»MENS»ON fiN»E) lA»S POUR ALLER PLUS LO»N DANS LqàTUDE DE p5(: »L CONV»ENT DE D»ST»NGUER
LES CAS Z ”– n ET Z – n)

kORSQUE Z ”– n: LA S»TUAT»ON EST ENCORE: À PEU DE CHOSES PRêS: ANALOGUE À CELLE DU ]Oh
ROLLA»RE o)3)3) 1LUS PRàC»SàMENT u»GNàRAS ET dMERTON—HELM ONT MONTRà QUq»L Ew»STE UN »SOh
MORPH»SME CVhL»NàA»RE �pe( ∼– �npe(⊕dKn 1d( DE REPRàSENTAT»ONS DE 4k+pHn( Oû �npe( EST
UNE REPRàSENTAT»ON pL»SSE ADM»SS»BLE( DE LONGUEUR fiN»E DE 4k+pHn( SUR CV QU» NE DàPEND
QUE DE ρpe(}4�L1Hn,Hn() -L x A CEPENDANT DEUw D»fàRENCES PAR RAPPORT AU CAS DE CARACTàR»Sh
T»QUE z ç LA REPRàSENTAT»ON �npe( EST DE LONGUEUR fiN»E MA»S NqEST PAS TOUiOURS »RRàDUCT»BLE
pMéME S» ELLE LqEST DANS LA PLUPART DES CAS( ET LA REPRàSENTAT»ON L»M

�→
FmpXNnNnpA(.CV( DE

4ALpH<H(·4k+pHn( NqEST PLUS FORCàMENT SEM»hS»MPLE pCOMME ELLE àTA»T DANS LE 6HàORêME
o)3)o() lALGRà CELA: LA THàOR»E EN CARACTàR»ST»QUE Z ”– n NqEST PAS S» COMPL»QUàE ç PAR EwEMPLE
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LA PLUPART DU TEMPS LA REPRàSENTAT»ON �npe( DU ]OROLLA»RE o)3)3 POSSêDE UN UN»QUE RàSEAU À
HOMOTHàT»E PRêS STABLE PAR 4k+pHn( ET �npe( EN EST iUSTE SA RàDUCT»ON MODULO Z)

rUPOSONS MA»NTENANT Z – n) 9N SE REND ALORS COMPTE ASSEy V»TE QUE TOUTES LES MàTHODES
DU CAS Z ”– n pQU» CONS»STENT: GROSS»êREMENT D»T: À RàDU»RE MODULO Z LES MàTHODES DE LA
CARACTàR»ST»QUE z( SE CASSENT LA fiGURE) 1AR EwEMPLE PRENDRE LES »NVAR»ANTS PAR UN SOUSh
GROUPE OUVERT COMPACT DE 4k+pHn( DE REPRàSENTAT»ONS L»SSES ADM»SS»BLES SUR Cn NqEST PLUS
UN FONCTEUR EwACT: LES REPRàSENTAT»ONS �npe( DU 6HàORêME o)3)3 PEUVENT POSSàDER UNE »NfiN»Tà
DE RàSEAUw nhAD»QUES STABLES À HOMOTHàT»E PRêS: OU B»EN PEUVENT POSSàDER DES RàSEAUw STABLES
DONT LA RàDUCT»ON MODULO n EST UNE REPRàSENTAT»ON L»SSE DE 4k+pHn( QU» NqEST PAS ADM»SS»BLE:
ETC)))

màANMO»NS: DES CALCULS àLàMENTA»RES PERMETTENT DqOBTEN»R UNE CLASS»fiCAT»ON ASSEy S»MPLE
DES REPRàSENTAT»ONS ADM»SS»BLES »RRàDUCT»BLES DE 4k+pHn( SUR Cn: QUq»L VAUT LA PE»NE DE PRàh
C»SER CAR NOUS EN REPARLERONS DANS LE PARAGRAPHE SU»VANT) ]ES REPRàSENTAT»ONS SE SUBD»V»SENT
EN DEUw GROUPES ç

e LES SO2Sh.2OTyEmTS DE Sà’yES P’ymbyPALES §

e LES REPRàSENTAT»ONS S2PE’SymG2Lyé’ES)

kES PREM»êRES PEUVENT éTRE VUES COMME DES REPRàSENTAT»ONS 0 PROVENANT DqUN SOUShGROUPE
PLUS PET»T «: »C» LE SOUShGROUPE DES MATR»CES D»AGONALES DE4k+pHn() 1LUS PRàC»SàMENT »L SqAG»T
DES SOUShQUOT»ENTS DE REPRàSENTAT»ONS »NDU»TES pL»SSES( -ND4G11Hn(

/1Hn( χ Oû >pHn( • 4k+pHn(
EST LE SOUShGROUPE DES MATR»CES TR»ANGULA»RES SUPàR»EURES ET χ EST UN CARACTêRE LOCALEMENT
CONSTANT DU SOUShGROUPE DES MATR»CES D»AGONALES À VALEURS DANS C×

n ) kES SECONDES: BAPT»SàES
S2PE’SymG2Lyé’ES pUNE CLASS»fiCAT»ON ANALOGUE Ew»STE EN CARACTàR»ST»QUE z: ET LA TERM»NOLOG»E
POUR CES DERN»êRES EST S2PE’b2SPyDALES(: SONT PAR DàfiN»T»ON LES REPRàSENTAT»ONS QU» NE SONT PAS
»SOMORPHES À DES SOUShQUOT»ENTS Dq»NDU»TES COMME C»hDESSUS) kES CLASSES Dq»SOMORPH»SME DE
REPRàSENTAT»ONS SUPERS»NGUL»êRES DE 4k+pHn( PEUVENT éTRE COMPLêTEMENT DàCR»TES EN TERME
DE GàNàRATEURS ET RELAT»ONS) 1LUS PRàC»SàMENT: ON A LA DESCR»PT»ON TRêS S»MPLE SU»VANTE ç
ELLES SONT TOUTES DE LA FORME Ch-ND4G11Hn(

4G11Rn(H×
n
σ<pN ( Oû σ EST UNE REPRàSENTAT»ON »RRàDUCT»BLE

DE D»MENS»ON fiN»E DE 4k+pRn(H×
n SUR Cn: Ch-ND

4G11Hn(
4G11Rn(H×

n
σ EST UNE »NDU»TE À SUPPORT COMh

PACT pMODULO LE CENTRE H×
n (: ET N UN ENDOMORPH»SME CANON»QUE 4k+pHn(hàQU»VAR»ANT DE

Ch-ND4G11Hn(
4G11Rn(H×

n
σ)

dN UT»L»SANT CETTE CLASS»fiCAT»ON: ET APRêS CERTA»NS CAS PART»CUL»ERS OBTENUS PAR LE PREM»ER
AUTEUR pbaREWt[: baREoW[(: LES TRAVAUw DE ]OLMEy pbbOLoW[( ET DqdMERTON pbdME[( ONT
ABOUT» À LqANALOGUE DU 6HàORêME o)3)3 ç

seimRélC o1T1o) e rOyT e 2mE eO’lE lOD2LAy’E PA’AaOLy.2E DE POyDS 3c DE myuEA2 pP’Eh
lyE’ j n( Tnc uEbTE2’ P’OP’E PO2’ LES OPà’ATE2’S DE gEbKE ET TELLE .2E ρpe( EST y’’àD2bTyaLE
S2’ Cn) nm A 2m ySOlO’PHySlE 4k+pHn(hà.2yuA’yAmT

�npe(⊕dKn 1d( ∼– HOM4�L1H,H(

�
ρpe(. L»M�→

Kn

FmpXNnNnpA(.Cn(
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Oè �npe( EST 2mE ’EP’àSEmTATyOm LySSE ADlySSyaLE DE LOmG2E2’ fimyE DE 4k+pHn( S2’ Cn .2y
mE DàPEmD .2E DE ρpe(}4�L1Hn,Hn()

]ONTRA»REMENT AU CAS MODULO Z ”– n Oû PRESQUE TOUTES LES REPRàSENTAT»ONS �npe( SONT »RRàh
DUCT»BLES: LES REPRàSENTAT»ONS �npe( SUR Cn SONT RàDUCT»BLES S» ET SEULEMENT S» ρpe(}4�L1Hn,Hn(
LqEST pET SONT ALORS LE PLUS SOUVENT DE LONGUEUR 3(: ET SONT MéME SEM»hS»MPLES S» ET SEULEMENT
S» ρpe(}4�L1Hn,Hn( LqEST) ,E PLUS: �npe( EST SUPERS»NGUL»êRE p»RRàDUCT»BLE( S» ET SEULEMENT S»
ρpe(}4�L1Hn,Hn( EST »RRàDUCT»BLE) kES MàTHODES DE PREUVE DU 6HàORêME o)t)o NqONT ESSENT»ELh
LEMENT PLUS R»EN À VO»R AVEC CELLES DE LA THàOR»E MODULO Z ”– n: EN PART»CUL»ER ELLES UT»L»SENT
DE MAN»êRE CRUC»ALE LA THàOR»E DE HODGE nhAD»QUE DES REPRàSENTAT»ONS DE D»MENS»ON 3 DE
4ALpHn<Hn( pbbOLoW[() mOTONS PAR A»LLEURS QUE S» LqON Sq»NTàRESSE À TOUTE LA REPRàSENTAh
T»ON L»M

�→
FmpXNnNnpA(.Cn(( DE 4ALpH<H(·4k+pHn(: ELLE EST ENCORE MO»NS SEM»hS»MPLE POUR

Z – n QUE POUR Z ”– n = 9N PEUT NàANMO»NS EN DONNER UNE DESCR»PT»ON COMPLêTE: CqESThÀhD»RE
DàTERM»NER TOUTES LES EwTENS»ONS QUqELLE CONT»ENT: EN UT»L»SANT LE 6HàORêME o)t)o COMB»Nà
AVEC LA THàOR»E DES DàFORMAT»ONS DE REPRàSENTAT»ONS DE 4ALpH<H( pbdME[()

3) qEPRÉSENTAT0ONS DE 4k+pJ(

â CE STADE: »L EST NATUREL DE SE DEMANDER CE QUq»L ADV»ENT DES RàSULTATS PRàCàDENTS POUR
DqAUTRES GROUPES QUE 4k+pHn(: D»SONS 4kfpJ( LORSQUE J EST UNE EwTENS»ON fiN»E DE Hn)
mOUS NOUS CONTENTONS »C» DE 4k+pJ()

3)o) qEPRÉSENTAT0ONS EN CARACTÉR0ST0QUE z OU Z ”– n DE 4k+pJ() e -L FAUT DqABORD
MOD»fiER LE CADRE GàOMàTR»QUE EN UT»L»SANT DqAUTRES COURBES QUE LES COURBES MODULA»RES) ]ES
COURBES SqAPPELLENT bO2’aES DE rHyl2’A) 9N PEUT DàfiN»R LEURS PO»NTS COMPLEwES COMME SU»T)
9N fiwE D UNE EwTENS»ON fiN»E TOTALEMENT RàELLE DE H: »)E) D EST UN CORPS DE D»MENS»ON fiN»E
SUR H TEL QUE TOUT PLONGEMENT D ↪→ A TOMBE EN FA»T DANS Q • A) 9N fiwE ENSU»TE UNE
ALGêBRE DE QUATERN»ONS B SUR D TELLE QUq»L Ew»STE UN SEUL PLONGEMENT τ ç D ↪→ Q VàR»fiANT
Bτ

ai=– B ⊗B,τ Q ∼– K+pQ(: CqESThÀhD»RE QUE POUR LES AUTRES PLONGEMENTS D ↪→ Q LqALGêBRE
B⊗B Q EST UNE ALGêBRE À D»V»S»ON: »SOMORPHE À LqALGêBRE DES QUATERN»ONS DE HAM»LTON) 9N
EwCLUT LE CAS D – H ET B – 4k+ TRA»Tà AU s o) 9N POSE B×

d
ai=– pB ⊗H �d (× pàLàMENTS

»NVERS»BLES(: QU» EST LqANALOGUE »C» DE 4k+p�d () 1OUR CHAQUE SOUShGROUPE OUVERT COMPACT
T • B×

d : »L Ew»STE ALORS COMME AU s o UNE UN»QUE COURBE ALGàBR»QUE L»SSE VN SUR D DONT
LES PO»NTS COMPLEwES pV»A D τ

↪→ Q ↪→ A( Sq»DENT»fiENT À ç

VNpA( – B×|
�
A|Q· pB×

d <T(


Oû LqACT»ON DE B× SUR A|Q SE FA»T V»A B× ↪→ B×
τ
∼– 4k+pQ( pNOTONS QUE LqHxPOTHêSE 0 D

TOTALEMENT RàEL « EST UT»L»SàE DE MAN»êRE CRUC»ALE: CAR UN CORPS DE NOMBRES D QUELCONQUE
DONNERA»T DES ESPACES LOCALEMENT SxMàTR»QUES QU» NE SONT PAS DES VAR»àTàS ALGàBR»QUES EN
GàNàRAL() kES COMPOSANTES CONNEwES DE LA COURBE COMPLEwE VNpA( SONT ENCORE »SOMORPHES
À DES QUOT»ENTS DU DEM»hPLAN DE 1O»NCARà PAR DES SOUShGROUPES D»SCRETS g • rk+pQ( pMA»S
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QU» NE SONT PLUS DES SOUShGROUPES DE CONGRUENCE() ,E PLUS: COMME D ”– H: »L SE TROUVE QUE
CETTE COURBE EST MéME PROiECT»VE ET NON PLUS AffiNE pCqEST UNE DES TRêS RARES S»MPL»fiCAT»ONS
QUAND ON PASSE DE H À D ”– H =(: CE QU» REV»ENT À D»RE QUE LES COMPOSANTES CONNEwES g|F
DE CES COURBES COMPLEwES SONT DES SURFACES DE ’»EMANN COMPACTES)

]OMME AU s o)o: POUR f ∈ B×
d ET POUR DES SOUShGROUPES OUVERTS COMPACTS T. U • B×

d

TELS QUE f�mU f • T : LE MORPH»SME SUR LES PO»NTS COMPLEwES VU pA( → VNpA( DàfiN» PAR LA
MULT»PL»CAT»ON À DRO»TE PAR f PROV»ENT DqUN MORPH»SME DE COURBES ALGàBR»QUES VU → VN

DàfiN» SUR D : ET TOUS CES MORPH»SMES »NDU»SENT DES APPL»CAT»ONS 4ALpD<D (hàQU»VAR»ANTES
POUR TOUT NOMBRE PREM»ER Z ç

FmpVNpA(.RV( → FmpVU pA(.RV( ET FmpVNpA(.CV( → FmpVU pA(.CV(.

9N A PAR A»LLEURS D ⊗H Hn
∼–

∏
r Dr Oû LES Dr SONT DES EwTENS»ONS fiN»ES DE Hn ç CE SONT

LES D»VERS COMPLàTàS nhAD»QUES DE D p»L x EN A PLUS»EURS EN GàNàRAL() 9N fiwE DàSORMA»S r TEL
QUE pB⊗B Dr(× ∼– 4k+pDr( ET ON NOTE J

ai=– Dr ET �r
d

ai=– pD ⊗H �n
d (· p∏v ”dr Dv( pLES ADêLES

fiN»S DE D HORS r() 1OUR T r UN SOUShGROUPE OUVERT COMPACT fiwà DE pB⊗B �r
d (× ON A COMME

EN po( ET pt( DES REPRàSENTAT»ONS RVhL»NàA»RES ET CVhL»NàA»RES DE 4ALpD<D (·4k+pJ( ç

L»M�→
Kp

FmpVNpNppA(.RV( ET L»M�→
Kp

FmpVNpNppA(.CV(.

kE 6HàORêME o)3)o ET LE ]OROLLA»RE o)3)3 RESTENT ALORS VALABLES EN REMPLAcANT LES FORMES
MODULA»RES USUELLES PAR LES FORMES MODULA»RES DE gyLaE’T PARABOL»QUES NOUVELLES e DE
PO»DS p3. · · · . 3(: DE N»VEAU pPREM»ER À r( T r ET VECTEURS PROPRES POUR LES OPàRATEURS
DE HECKE: AUwQUELLES ON PEUT ASSOC»ER COMME AU s o)3 DES REPRàSENTAT»ONS »RRàDUCT»BLES
ρpe( ç 4ALpD<D ( → 4k+pHV() ,E MéME: POUR Z ”– n ET ρpe( »RRàDUCT»BLE SUR CV DE RàDUCT»ON
ρpe(: ON A COMME EN p5( UNE REPRàSENTAT»ON CVhL»NàA»RE DE 4k+pJ(

HOM4�L1B,B (

�
ρpe(. L»M�→

Kp

FmpVNpNppA(.CV(


QU» EST ENCORE »SOMORPHE À cNppe( COP»ES DqUNE REPRàSENTAT»ON pL»SSE ADM»SS»BLE( DE LONGUEUR
fiN»E �rpe( DE 4k+pJ( SUR CV QU» NE DàPEND QUE DE ρpe(}4�L1B p,Bp( ET QU» EST DANS LA PLUPART
DES CAS »RRàDUCT»BLE) dN FA»T: LES PREUVES DE CES RàSULTATS EN CARACTàR»ST»QUE z OU Z ”– n SONT
ESSENT»ELLEMENT LES MéMES POUR J – Hn OU J ”– Hn)

lALHEUREUSEMENT: ET À LA SURPR»SE CONSTANTE DES SPàC»AL»STES DEPU»S DEUw DàCENN»ES: »L EN
EST TOUT AUTRE DE LA THàOR»E EN CARACTàR»ST»QUE Z – n)

3)3) qEPRÉSENTAT0ONS EN CARACTÉR0ST0QUE n DE 4k+pJ() e ’APPELONS QUE LqON CHERCHE
À COMPRENDRE LA REPRàSENTAT»ON DE 4k+pJ( SUR Cn

pfi( �pe( ai=– HOM4�L1B,B (

�
ρpe(. L»M�→

Kp

FmpVNpNppA(.Cn(


POUR e FORME MODULA»RE DE H»LBERT PARABOL»QUE DE PO»DS p3. · · · . 3(: DE N»VEAU pPREM»ER À
r( T r: VECTEUR PROPRE POUR LES OPàRATEURS DE HECKE ET TELLE QUE ρpe( EST »RRàDUCT»BLE SUR Cn)
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kA RA»SON PR»NC»PALE QU» EMPéCHE DqàTENDRE LES PREUVES DU CAS J – Hn AU CAS J ”– Hn

pCOMME CqEST LE CAS POUR Z ”– n( T»ENT EN UN MOT ç S2PE’SymG2Lyé’ES) ,êS QUE J ”– Hn: LES
REPRàSENTAT»ONS SUPERS»NGUL»êRES DE4k+pJ(: »)E) LES REPRàSENTAT»ONS »RRàDUCT»BLES ADM»SS»BLES
DE 4k+pJ( SUR Cn QU» NE SONT PAS SOUShQUOT»ENTS DE SàR»ES PR»NC»PALES: SEMBLENT »MPOSS»BLE
À DàCR»RE: ENCORE MO»NS À CLASS»fiER) 1OUR σ UNE REPRàSENTAT»ON »RRàDUCT»BLE DE D»MENS»ON
fiN»E DE 4k+pDF(J× SUR Cn LES REPRàSENTAT»ONS Ch-ND4G11F(

4G11O�(F× σ<pN ( Ew»STENT ENCORE: MA»S
ELLES NE SONT PAS ADM»SS»BLES pN» DE LONGUEUR fiN»E() ,E PLUS rCHRAEN ET vU pbrCHof[:
bvU3o[( ONT MONTRà QUE TOUTE REPRàSENTAT»ON SUPERS»NGUL»êRE DE 4k+pJ( EST QUOT»ENT DqUNE
REPRàSENTAT»ON Ch-ND4G11F(

4G11O�(F× σ<pN ( PAR UN NOMBRE ymfimy DE RELAT»ONS DêS QUE J ”– Hn) dT
»L SEMBLE À CE iOUR »MPOSS»BLE DqEwPL»C»TER CETTE »NfiN»Tà DE RELAT»ONS)

]ELA NE SERA»T PAS S» GRAVE S» CES SUPERS»NGUL»êRES RESTA»ENT 0 ASSEy RARES «) lA»S PAR
UN AUTRE COUP DU SORT: DqUNE PART LES REPRàSENTAT»ONS SUPERS»NGUL»êRES DE 4k+pJ( SONT
PLàTHOR»QUES DêS QUE J ”– Hn pAU MO»NS S» LE CORPS RàS»DUEL DE J NqEST PAS Cn: CF) ba1o3[(:
DqAUTRE PART ON SqATTEND À CE QUqELLES APPARA»SSENT DAmS TO2S LES bAS EN SOUShQUOT»ENT DE LA
REPRàSENTAT»ON �pe( EN pfi( DêS QUE J ”– Hn pLORSQUE J – Hn: ELLES Nqx APPARA»SSENT QUE S»
ρpe(}4�L1Hn,Hn( EST »RRàDUCT»BLE()

kES PROGRêS SUR LA REPRàSENTAT»ON �pe( ENTRE 3zzfi ET 3z3z ONT ALORS ESSENT»ELLEMENT CONS»STà
À COMPRENDRE CERTA»NS DE SES SOUShESPACES DE DylEmSyOm fimyE) 1AR EwEMPLE UNE »NFORMAT»ON
»MPORTANTE EST QUE LqON CONNAèT pÀ MULT»PL»C»Tà PRêS( TOUTES LES REPRàSENTAT»ONS »RRàDUCT»BLES
DE D»MENS»ON fiN»E DE 4k+pDF( QU» ARR»VENT EN SO2ShOaiET DE LA REPRàSENTAT»ON pfi( p»L Nqx
EN A QUqUN NOMBRE fiN»: CF) ba,IoW[: b5Jrof[()

kE RàSULTAT SU»VANT: B»EN QUE pPOUR Lq»NSTANT( PART»EL: REPRàSENTE LA PREM»êRE PERCàE SUR
LA COMPRàHENS»ON DE LA REPRàSENTAT»ON pfi( DEPU»S PLUS DE ofi ANS ç

seimRélC 3131o pbagg)3t[c bagg)[() e ,AmS LA DàbOlPOSyTyOm D ⊗H Hn – ∏
v Dv

S2PPOSOmS LES EwTEmSyOmS Dv DE Hn TO2TES mOm ’AlyfiàES ET TELLES .2E pB ⊗B Dv(× ∼–
4k+pDv() rOyT e 2mE eO’lE PA’AaOLy.2E DE gyLaE’T DE POyDS p3. · · · . 3(c DE myuEA2
P’ElyE’ j r Tnc uEbTE2’ P’OP’E PO2’ LES OPà’ATE2’S DE gEbKEc TELLE .2E ρpe( EST
y’’àD2bTyaLE S2’ Cn ET ρpe(}4�L1F,F( EST S2fSAllEmT Gàmà’y.2E) 1’EmOmS Emfim T r

S2fSAllEmT G’OS DAmS pB ⊗B �r
d (× PO2’ .2E cNppe( – o) �LO’S LA ’EP’àSEmTATyOm

�pe( – HOM4�L1B,B (

�
ρpe(. L»M

�→
FmpVNpNppA(.Cn(


DE 4k+pJ( EST ’àD2bTyaLE Sy ET SE2LElEmT

Sy ρpe(}4�L1F,F( LqEST) dm PA’Tyb2LyE’ ELLE EST y’’àD2bTyaLE Sy ρpe(}4�L1F,F( EST y’’àD2bTyaLE)

kA PERCàE EST LE RàSULTAT Dqy’’àD2bTyayLyTà DE �pe( LORSQUE ρpe(}4�L1F,F( EST »RRàDUCT»BLE) kA
MéME MàTHODE DE PREUVE DEVRA»T PERMETTRE pTRAVA»L EN COURS DES MéMES AUTEURS( DE MONTRER
QUE LA REPRàSENTAT»ON �pe( EST TOUiOURS DE LOmG2E2’ fimyE pEN FA»T 6 o . D»MHnJ( POUR
ρpe(}4�L1F,F( SUffiSAMMENT GàNàR»QUE: CE QU» EST DqA»LLEURS DàiÀ CONNU LORSQUE D»MHnJ – 3
pbgv33[: bagg)3t[() 1AR CONTRE LqHxPOTHêSE J – Dr NON RAM»fiàE EST »MPORTANTE ET TRêS
PRàSENTE DANS LES ARGUMENTS) ,E PLUS ON »GNORE S» �pe(: MéME DE LONGUEUR fiN»E: NE DàPEND
QUE DE ρpe(}4�L1F,F() ]ETTE DERN»êRE ASSERT»ON SEMBLE LA PLUS D»ffiC»LE: ET À CE iOUR AUCUN
EwEMPLE NqEST CONNU POUR J ”– Hn)
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3)t) .UELQUES MOTS SUR LA PREUuE) e kA PREUVE DU 6HàORêME 3)3)o EST TRêS D»fàRENTE
DU CAS J – Hn p6HàORêME o)t)o( PU»SQUE DqUNE PART ON NE D»SPOSE PLUS DqUNE CLASS»fiCAT»ON
DES REPRàSENTAT»ONS SUPERS»NGUL»êRES DE 4k+pJ( S» J ”– Hn: DqAUTRE PART BEAUCOUP DES
ARGUMENTS DE THàOR»E DE HODGE nhAD»QUE DE bbOLoW[ NE SqàTENDENT PAS LORSQUE J ”– Hn)
dN PART»CUL»ER ELLE EST DE NATURE PLUS GLOaALE) 2N DES PO»NTS CLàS EST DqANALxSER LqACT»ON
SUR LE DUAL HOMCnp�pe(.Cn( DU PROhnhSOUShGROUPE Hm DE 4k+pDF( DES MATR»CES UN»POTENTES
MODULO n: CqESThÀhD»RE DE LA FORME Hm –

�
m)nO� O�
nO� m)nO�


)

r» � EST UNE REPRàSENTAT»ON L»SSE ADM»SS»BLE DE Hm SUR Cn: ALORS SON DUAL �O
ai=– HOMCnp�.Cn(

EST NATURELLEMENT UN MODULE pÀ GAUCHE( SUR LqALGéa’E DE G’O2PE bOlPLàTàE pAPPELàE TRêS
SOUVENT ALGéa’E Dq-vASAvA(

CnbbHm[[
ai=– L»M←�

K�

CnbbHm<Tm[[

Oû LA L»M»TE PROiECT»VE EST PR»SE SUR LES SOUShGROUPES OUVERTS D»ST»NGUàS Tm DE Hm) mOTONS QUE
Cn�HmK EST UNE ALGêBRE LOCALE pNON COMMUTAT»VE() 9N NOTE g Lq»DàAL MAw»MAL DE Cn�HmK: QU»
NqEST AUTRE QUE Lq»DàAL DqAUGMENTAT»ON IERpCn�HmK � Cn( Oû Cn�Hm<YmK � Cn ENVO»E TOUS
LES àLàMENTS DE Hm SUR o)

-DàALEMENT: ON A»MERA»T COMPRENDRE LA STRUCTURE DE MODULE DE �pe(O SUR Cn�HmK) lA»S
CELA SEMBLE ENCORE HORS DE PORTàE S»J ”– Hn) 2NE QUEST»ON MO»NS D»ffiC»LE: ET QU» NOUS SUffiRA:
EST DE COMPRENDRE CE QU» SE PASSE POUR LES G’AD2àS) dN EfET: LqANNEAU GRADUà GRg Cn�HmK

ai=–


f>2g
f<gf)m AG»T NATURELLEMENT SUR GRg �pe(O

ai=– 
f>2g

f�pe(O<gf)m�pe(O)

kqALGêBRE GRg Cn�HmK NqEST PAS COMMUTAT»VE: MA»S LqàTAPE CRUC»ALE DANS LA PREUVE DU 6HàOh
RêME 3)3)o EST LE RàSULTAT SU»VANT ç

seimRélC 31T1o pbagg)3t[c bvAN3t[() e fiA’DOmS LES HxPOTHéSES D2 sHàO’élE
t)t)o) kqAbTyOm DE GRg Cn�HmK S2’ GRg �pe(O SE eAbTO’ySE PA’ 2m .2OTyEmT bOll2TATye
EwPLybyTE DE GRg Cn�HmK .2y EST ySOlO’PHE j LA CnhALGéa’E
p7( Cnbdm. em. . . . . dp. ep[<pdmem. . . . . dpep(
Oè p – D»MHn J EST LE DEG’à DE J S2’ Hn)

-L CONV»ENT »C» DE FA»RE UNE ANALOG»E AVEC LA THàOR»E DES DhMODULES SUR UNE VAR»àTà L»SSE
COMPLEwE V) ]OMME POUR LqANNEAU DES OPàRATEURS D»fàRENT»ELS SUR V: LqANNEAU Cn�HmK
EST �USLANDER RàGUL»ER) kqANNEAU DES OPàRATEURS D»fàRENT»ELS POSSêDE UNE fiLTRAT»ON DONT
LE GRADUà EST LqANNEAU DES FONCT»ONS SUR LqESPACE COTANGENT DE V) ,ANS NOTRE S»TUAT»ON: LA
fiLTRAT»ON EST LA fiLTRAT»ON ghAD»QUE ET LE GRADUà EST »SOMORPHE À LqALGêBRE ENVELOPPANTE DqUNE
CERTA»NE CnhALGêBRE DE k»E) kE THàORêME 3)t)o PEUT ALORS SE Rà»NTERPRàTER: PAR ANALOG»E AVEC
LES DhMODULES: COMME UN àNONCà SUR LE 0 CxCLE CARACTàR»ST»QUE « DU Cn�HmKhMODULE �pe(O:
CxCLE CARACTàR»ST»QUE QUE LqON PEUT VO»R COMME LE CxCLE ALGàBR»QUE ASSOC»à AU SUPPORT DE
GRg �pe(O DANS LE SPECTRE DE LqANNEAU pCOMMUTAT»F( p7()

kA PREUVE DU 6HàORêME 3)t)o EST LONGUE ET TECHN»QUE: EN PART»CUL»ER ELLE UT»L»SE LES GàNàh
RAL»SAT»ONS LES PLUS RàCENTES DE LA MàTHODE DE 6AxLORhv»LES pQU» FUT Lq»NGRàD»ENT CLà DANS LA
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PREUVE DU DERN»ER 6HàORêME DE !ERMAT »L x A tz ANS( A»NS» QUE DES CALCULS TRêS SUBT»LS SUR
LES ANNEAUw DE DàFORMAT»ONS DE REPRàSENTAT»ONS GALO»S»ENNES) ,E PLUS: UNE FO»S LE 6HàORêME
3)t)o EN MA»N: LE TRAVA»L NqEST PAS TERM»Nà POUR AUTANT CAR: POUR EN DàDU»RE LE 6HàORêME
3)3)o: »L FAUT ENCORE PAS MAL DqALGêBRE COMMUTAT»VE A»NS» QUE DqAUTRES CALCULS pD»fàRENTS
DES PRàCàDENTS() kqART»CLE bagg)3t[ DàMONTRE LE 6HàORêME 3)t)o LORSQUE ρpe(}4�L1F,F( EST
SEM»hS»MPLE: MA»S LES PREUVES SqàTENDENT SANS VRA»E D»ffiCULTà AU CAS GàNàRAL pbvAN3t[()
mOTONS QUE LqHxPOTHêSE cNppe( – o pCF) 6HàORêME 3)3)o( NqEST EN FA»T PAS NàCESSA»RE »C»)

kE 6HàORêME 3)t)o A UNE AUTRE CONSàQUENCE: PLUS D»RECTE ELLE: SUR LA REPRàSENTAT»ON �pe(:
ET AVEC LAQUELLE ON TERM»NE CE SURVOL)

1OUR m > o DàfiN»SSONS Jf
ai=– o . nfK+pDF( • Hm pLES Jf SqAPPELLENT LES SO2ShG’O2PES

DE bOmG’2EmbE DE 4k+pJ(() 1OUR � UNE REPRàSENTAT»ON L»SSE ADM»SS»BLE DE Hm SUR Cn: ON
PEUT MONTRER pbd13W[( QUq»L x A UN UN»QUE ENT»ER POS»T»F OU NUL D»Mp�( TEL QUq»L Ew»STE DES
NOMBRES RàELS z , a 6 a VàR»fiANT POUR TOUT m > o ç

a 6
D»MCnp�

Fn(
nf a0l1�( 6 a.

kqENT»ER D»Mp�( SqAPPELLE LA DylEmSyOm DE fiELeAmDhIy’yLLOu DE �) 9N VO»T SUR SA DàfiN»T»ON
QUq»L MESURE G’OSSOhlODO LA FAcON DONT LA D»MENS»ON DE �Fn SUR Cn GRAND»T AVEC m) 1AR
EwEMPLE ON A D»Mp�( – z S» ET SEULEMENT S» � EST UN Cn ESPACE VECTOR»EL DE D»MENS»ON fiN»E)

9N MONTRE FAC»LEMENT QUE LA REPRàSENTAT»ON �npe( DU 6HàORêME o)t)o A POUR D»MENS»ON
DE 4ELFANDhI»R»LLOV o) 1ENDANT LONGTEMPS: UNE CONiECTURE 0 FOLKLORE « àTA»T QUE LA D»MENS»ON
DE 4ELFANDhI»R»LLOV DE LA REPRàSENTAT»ON �pe( EN pfi( VALA»T D»MHnJ)

’APPELONS QUE LqALGêBRE GRADUàE GRg Cn�HmK EST »SOMORPHE À LqALGêBRE ENVELOPPANTE Tp�(
DqUNE CERTA»NE CnhALGêBRE DE k»E �) mOTONS I Lq»DàAL B»LATêRE DE Tp�( DONNANT L»EU AU QUOT»ENT
MENT»ONNà DANS LE 6HàORêME 3)t)o) 1AR DES CONS»DàRAT»ONS GàNàRALES DqALGêBRE pCOMMUTAT»VE
ET NON COMMUTAT»VE(: ON PEUT MONTRER: EN UT»L»SANT LE 6HàORêME 3)t)o: QUE D»Mp�pe(( EST
BORNàE PAR LA D»MENS»ON DE IRULL DE LqALGêBRE Tp�(<I )

kE 6HàORêME 3)t)o A DONC COMME CONSàQUENCE Lq»NàGAL»Tà

D»Mp�pe(( 6 D»M
�
Cnbdm. em. . . . . dp. ep[<pdmem. . . . . dpep(



– 3D»MHnJ � D»MHnJ – D»MHnJ.

9R DES RàSULTATS PRàCàDENTS DE 4EE—mEWTON pb5m33[( UT»L»SANT DqAUTRES TxPES DqARGUMENTS
AVA»ENT àTABL» Lq»NàGAL»Tà DANS LqAUTRE SENS D»Mp�pe(( > D»MHnJ) 9N VO»T DONC QUqUNE
CONSàQUENCE DU 6HàORêME 3)t)o EST ç
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